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Θέµα 1. ΄Εστω καµπύλη c : I ⊂ R → R3 µε παράµετρο το µήκος τόξου s ∈ I, της οποίας καµµία

εφαπτόµενη ευθεία δεν διέρχεται από το σηµείο (0, 0, 0). Θεωρούµε την καµπύλη c̃(s) = c(s)
ρ(s) , όπου

ρ(s) = ||c(s)||.
(α΄) Αποδείξτε ότι η c̃ είναι κανονική και σφαιρική. (ΜΟΡΙΑ 10)
(ϐ΄) Αποδείξτε ότι το s είναι µήκος τόξου και για την c̃ αν και µόνο αν ισχύει ρ2 + (ρ̇)2 = 1. (ΜΟΡΙΑ

15)

Λύση. (α΄) Επειδή |c|2 = ρ2 παραγωγίζοντας λαµβάνουµε ότι

〈c,~t〉 = ρρ̇. (1)

Εποµένως µε χρήση της (1) προκύπτει ότι

|c̃′|2 = 1− (ρ̇)2

ρ2
. (2)

Συνεπώς από (2) έπεται ότι : |c̃′|2 6= 0, ∀s ∈ I, διότι αν υπήρχε s0 ∈ I τέτοιο ώστε |c̃′(s0)|2 = 0,
τότε (ρ̇(s0))

2 = 1 το οποίο από (1) ϑα έδινε ότι : c(s0) ‖ ~t(s0) κάτι το οποίο ϑα ήταν άτοπο εξ
υποθέσεως. Εποµένως, c̃ κανονική. Επίσης, εύκολα ϐλέπουµε ότι |c̃| = 1, ∀s ∈ I, το οποίο
µας λέει ότι η c̃ κείται επί της µοναδιαίας σφαίρας.

(ϐ΄) Από (2) έπεται άµεσα το Ϲητούµενο.

Θέµα 2. (α΄) ∆ώστε ένα παράδειγµα καµπύλης µε παράµετρο t και µη σταθερή καµπυλότητα k(t) < 0
για κάθε t ∈ R. ∆ικαιολογείστε πλήρως. (ΜΟΡΙΑ 10)

(ϐ΄) Βρείτε όλες τις καµπύλες c : I → R3 µε παράµετρο το µήκος τόξου s και καµπυλότητα k παντού
ϑετική οι οποίες πληρούν τη συνθήκη

....
c + c̈ = 0. (ΜΟΡΙΑ 15)

Λύση. (α΄) Εύκολα µπορούµε να ελέγξουµε ότι η καµπύλη

c(t) := (t,−et), t ∈ R,
έχει παντού µη σταθερή καµπυλότητα k(t) < 0 για κάθε t ∈ R.

(ϐ΄) Υπολογίζουµε και έχουµε:

c̈ = k · ~n
....
c = (−3kk̇) · ~t+ (k̈ − k3 − τ2k) · ~n+ (2τ k̇ + τ̇ k) ·~b

Εποµένως από τη συνθήκη
....
c + c̈ = 0 λαµβάνουµε ότι :

k = σταθ. > 0, τ = σταθ. & τ2 + k2 = 1.

• Περίπτωση 1: Αν τ = 0 τότε η καµπύλη c είναι επίπεδη µε k = 1, δηλαδή κύκλος ακτίνας
1.
• Περίπτωση 2: Αν τ 6= 0 τότε k =

√
1− τ2 και συνεπώς η c ϑα είναι κυλινδρική έλικα.

Θέµα 3. (α΄) ΄Εστω S κανονική επιφάνεια χωρίς οµφαλικά σηµεία και µε µέση καµπυλότηταH ≡ 0.
Αποδείξτε ότι η απεικόνιση Weingarten πληροί τη σχέση

〈Lpw1, Lpw2〉 = −K(p)〈w1, w2〉,
όπου K είναι η καµπυλότητα Gauss, p ∈ S και w1, w2 ∈ TpS. (ΜΟΡΙΑ 12)

(ϐ΄) Θεωρούµε την παραµετρική επιφάνεια X : I × R→ R3 µε

X(s, t) = (x(s), y(s), t),

όπου c(s) = (x(s), y(s), 0) είναι καµπύλη του Oxy-επιπέδου µε παράµετρο το µήκος τόξου.
Αποδείξτε ότι η X είναι κανονική κι αναπτυκτή. Βρείτε την καµπύλη c ώστε η επιφάνεια να είναι
ελαχιστική. Σε αυτή την περίπτωση περιγράψτε γεωµετρικά την εικόνα της X. (ΜΟΡΙΑ 13)
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Λύση. (α΄) Υπενθυµίζουµε την ταυτότητα µεταξύ των ϑεµελιωδών µορφών:

III − 2H · II +K · I = 0.

Επειδή S ελαχιστική έπεται ότι :

III = −K · I.
Εποµένως έχουµε:

〈Lpw1, Lpw2〉 =
1

2
·
{
|Lp(w1 + w2)|2 − |Lpw1|2 − |Lpw2|2

}
=

1

2
· {IIIp(w1 + w2)− IIIp(w1)− IIIp(w2)}

= (−K(p)) · 1
2
· {Ip(w1 + w2)− Ip(w1)− Ip(w2)}

= −K(p)〈w1, w2〉.
(ϐ΄) Εύκολα ελέγχουµε ότι η επιφάνεια X είναι κανονική, αφού

|Xs ×Xt| = 1, ∀(s, t) ∈ I × R.
Επίσης, η επιφάνεια είναι κυλινδρική οπότε έπεται άµεσα ότι είναι αναπτυκτή. Επιπλέον, η
παραµετρική επιφάνεια X είναι δίκτυο γραµµών καµπυλότητας συνεπώς έπεται ότι k1 = k και
k2 = 0, ως προς κατάλληλο προσανατολισµό της X, όπου k1, k2 είναι οι κύριες καµπυλότητες
σε κάθε σηµείο της X και k είναι η καµπύλοτητα της καµπύλης c. Εποµένως, για να είναι η X
ελαχιστική ϑα πρέπειH = 0, δηλαδή k1 = −k2 = 0. Τότε όµως k = 0 για κάθε s ∈ I από όπου
προκύπτει ότι η c ϑα είναι τµήµα ευθείας. Συνεπώς, η εικόνα της X σε αυτή την περίπτωση
προκύπτει ότι ϑα είναι τµήµα επιπέδου.

Θέµα 4. ∆ίνεται η κανονική επιφάνεια S µε εξίσωση z = 3x2 − 2y2.

(α΄) Βρείτε τις ασυµπτωτικές γραµµές της S. (ΜΟΡΙΑ 05)
(ϐ΄) Εξετάστε αν υπάρχει δίκτυο ασυµπτωτικών γραµµών. (ΜΟΡΙΑ 05)
(γ΄) Είναι η S αναπτυκτή ή ευθειογενής; (ΜΟΡΙΑ 10)
(δ΄) Είναι η S τοπικά ισοµετρική µε σφαίρα; (ΜΟΡΙΑ 05)

Λύση. (α΄) Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι µια παραµετρική παράσταση της S ϑα είναι :

X(u, v) =

(
u+ v√

3
,
u− v√

2
, 4uv

)
, (u, v) ∈ R2.

Επειδή e = g = 0 έπεται ότι οι οικογένειες X(u = σταθ., v) και X(u, v = σταθ.) είναι ασυµ-
πτωτικές γραµµές.

(ϐ΄) Από το (α΄) έπεται ότι το X είναι δίκτυο ασυµπτωτικών γραµµών.
(γ΄) Επειδή e = g = 0 και f 6= 0 έχουµε ότι η καµπυλότητα Gauss της S είναι :

K = − f2

EG− F 2
< 0.

Εποµένως η S δεν είναι αναπτυκτή. Επιπλέον η S είναι ευθειογενής αφού

X(u, v) =

(
u√
3
,
u√
2
, 0

)
+ v

(
1√
3
,− 1√

2
, 4u

)
.

∆ηλαδή οι X(u = σταθ., v) είναι ευθείες. 1

(δ΄) Η S δεν είναι τοπικά ισοµετρική µε σφαίρα διότι η καµπυλότητα Gauss της σφαίρας είναι
ϑετική και σταθερή ενώ της S είναι παντού αρνητική.

1εύκολα ϐλέπουµε ότι και οι X(u, v = σταθ.) είναι ευθείες
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